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はじめに
筆者は,退職の何年か前から講義において,群環体の基礎を講述した後,‘数の概念’
と ‘初等整数論‘ を隔年で扱うことが多くなった  $\dagger$1. また,卒業研究においても ‘初等整数




ては,ペアノの公理系から始めて複素数の構成までを扱 \mathfrak{h}\backslash , 余裕があれば一実変数函数
の微積分,二実変数函数の微分,一複素変数函数の微分も扱うのが好ましいと考えている.
卒業研究において‘初等整数論’ を課題にする場合,テクストとして選んだものは [5], [7], [4],
[6],[3],[2] である.最も多かったのは [5] である.[4] を選んだときは \mathrm{C}言語プログラミン
グも行い,[3] を選んだときはRSA暗号を学んだ.各々に特色があり,有用であった.し
かし,[2] を選んだときは‘些か’ 驚いた \uparrow 2 . この本は題に ‘高校大学生のための“ とある
ように,初歩入門から平方剰余の相互法則までを扱い,大学入試問題から選んだものを
多く含む演習問題がその解法と共に与えられており  $\dagger$ 3 , これが本を特徴付けていると言
える.が,‘高校大学生のための” に見合う記述面での配慮に乏しく,更には酷い論法
が見受けられる.[1, 小節0.3] にも記したが,ここでも [2, \mathrm{p}.32-\mathrm{p}.33] から引用する.
\ovalbox{\tt\small REJECT}
〈〈参考〉〉 実数の連分数展開を
 x=q_{1}+\underline{1} +\cdots\cdot\cdot+ \underline{1} +\cdots\cdot\cdot q_{2} q_{n}
とし, x_{n}=\displaystyle \frac{P_{n}}{Q_{n}} ( P_{n}, Q_{n} は定理 3.2 $\dagger$ 4で定めたものとする) とすれば,  n\rightarrow\infty のとき,
 x に収束することは前に述べた通りであるが,これは,どんなに小さな正数  $\varepsilon$ に対して
も,  n を十分大きくとれば,
\uparrow 1 これを基に纏めて膨らませたものが [9] である.‘数の概念’ は含まない.
\uparrow 2事前チェックが甘いと言われればその通りであるが,まさかコンナ [2, \mathrm{p}.32-\mathrm{p}.33] バカゲタコ トが書
かれているとは思えなかった.テクストに必要な修正等を施しながら或いは書直しながら,読んで行くの
も悪くない方法であるが,学生の学力の見極めと相応の指導が必須である.
\uparrow 3演習編 \mathrm{A} ‘約数,倍数に関する問題’, \mathrm{B} ‘整数解を求める問題’, \mathrm{C} ‘剰余に関する問題’, \mathrm{D} ‘関数,図形,





|x-x_{n}| = |x-\displaystyle \frac{P_{n}}{Q_{n}}| < $\varepsilon$ ①
のよ うに出来ることを意味している.また,  Q_{n} < Q_{n+1} であることに注意すると,
|\displaystyle \frac{P_{n}}{Q_{n}} — \displaystyle \frac{P_{n+1}}{Q_{n+1}}| \leqq |\displaystyle \frac{P_{n+1}Q_{n}-P_{n}Q_{n+1}}{Q_{n}Q_{n+1}}| = |\displaystyle \frac{(-1)^{n+1}}{Q_{n}Q_{n+1}}| < \displaystyle \frac{1}{Q_{n}^{2}} ②
のよ うにできる.したがって,三角不等式を利用すると ①,②から,
|x-\displaystyle \frac{P_{n+1}}{Q_{n+1}}| \leqq |x-\frac{P_{n}}{Q_{n}}|+|\frac{P_{n}}{Q_{n}}-\frac{P_{n+1}}{Q_{n+1}}| < $\varepsilon$+\frac{1}{Q_{n}^{2}}
となるが, n を十分大きくすれば,  $\varepsilon$ はいく らでも小さく なるので,
|x-\displaystyle \frac{P_{n+1}}{Q_{n+1}}| \leqq \frac{1}{Q_{n}^{2}}
が成り立つことがわかる.
\ovalbox{\tt\small REJECT}









何処で議論するか : 道具と して種々のものを使うのは当り前であるが,初等整数論の基
本的場は \mathbb{Z} であることを明確に述べておくべきと考える.小学校で扱う整数は正整数と
0であり,正整数と 0 を合わせて整数と言うよ うである.中学校で負の数が導入され,正
整数,0, 負整数を合わせて整数と言う ことになる.数の範囲が拡張されて議論がなされる
のであるが,何故か約数倍数とかの話になると,小学校の段階で留まっているよ うな感が
ある.このためか, 0 は偶数なのかどうか と言う様な論議が起こるのではと感じられる.
初等整数論の基本的場は \mathbb{Z} (ユーク リ ッ ド整域である有理整数環) であることを明確に
しておくべきである.[2, \mathrm{p}.5 の1行目 \sim ] に 『上の証明で注意すべきは  c_{1}q_{1}+c_{2}q_{2} \in \mathbb{Z}”
の部分である.これは c_{1}, c_{2} が整数, q_{1}, q_{2} が整数だから,(整数)+ (整数) は整数,(整
—考\cong=になるであろう.理論編 : 第1章 自然数整数の基本的性質,第
2章 1次不定方程式,第3章連分数,第4章合同式の基本的性質,第5章整数論的関数,第6章合同式の解
法,第7章指数原始根標数,第8章平方剰余,第9章 ささやかな展望
\uparrow 6演習編の内容 (解法) については言及しない.
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数) \times (整数) は整数という性質によって,  c_{1}q_{1}+c_{2}q_{2} もやっぱり整数だ,ということを確
認している.』 とある.中学校や高校での答案には必須のものとされている (これを書か
ないと減点される) が, \mathbb{Z} が整域であることを前提とすればわざわざという感じもある.
しかし,環 \mathbb{Z} を扱わない中学校や高校での答案には必須であることは事実であり,それ
に応じる必要はある.
記号‘ \Leftarrow\Leftrightarrow ’ 等 : [2, \mathrm{p}.4 定義1.1] に記号‘ \Leftarrow\Leftrightarrow ’ を 殴 |a\Leftrightarrow a は b で割り切れる』 とい
うように使っているが,記号‘ \Leftarrow\Leftrightarrow ’ は元来同値であることを示す記号であり,定義に使
うものではない.初学者にはこのことを教えるべきである.上述の場合なら 「  a, b につ
いて, a=bc となる cが存在するとき, a は bで割り切れる と言い, b|a で示す.」 と言
う様に記述するのが良い.全てに亘り定義に‘ \Leftarrow\Leftrightarrow ’ を使っている部分は書き直すのが良
い.現実に定義に使われてはいるが,流用あるいは準用であり,好ましいことではない.
\Leftrightarrow^{)} は‘ \Rightarrow かつ \Leftarrow ’ のことである.[2, p.3] に \Leftrightarrow ’ は説明なしに使われているが,
定義1.1(p.4) の後の定理1.3(p.4) で‘ \Rightarrow ’ を使い , 定理1.3直後の説明で 『早速,妙ちき
りんな記号が登場したが,...』 と言っている.‘妙ちきりんな’ ことである.記号の導
入については厳密な意味使用法等,書き方に工夫を要するところである.
基本的定義・用語等 : [2] の最初の部分 (p.5まで) , 約数倍数等の基本的定義の前に定
理1.1(p.2) が提示され証明が与えられるのであるが,基本的定義用語等を先ず与えるの
が良いと考える.[2, 定理 l.l(p.2)] は除法定理と言われるもので,『  a を整数, b を正の整
数とするとき a=bq+r, 0\leqq r < b を満たす整数 q, r が唯一組定まる.』 と記述
されている.そしてその後の ‘注’ で,『なお, r=0 のとき 「a は b で割り切れる」 とい
い, r\neq 0 のとき 「a は bで割り切れない」 という.』 と記述される.それから定理1.2を
挟んで,
定義1.1. 以下に,整数論で用いる基本的な記号や言葉を定義しておく.
① b|a\Leftrightarrow a は b で割り切れる
注: a を b の倍数 (multiple) といい, b を a の約数 (divisor) という.
②研 a\Leftrightarrow a は bで割り切れない
③ a=bq のとき, b, q をそれぞれ a の因数 (factor) という.
④ a=bq+r, 0<r< |b| のとき, r を a の剰余 (remainder) という.
定理1.3と定理1.4があって,
定義1.2.
① m が a と b の公約数 (common divisor または common measure)
\Leftrightarrow m|a かつ m|b
② a と b の最大公約数 (greatest common divisor) を (a, b) と表す.
③ a と b が互いに素 \Leftrightarrow (a, b)=1
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④ M が a と b の公倍数 (common multiple) \Leftrightarrow a|M かつ b|M
⑤ a と b の最小公倍数 (least common multiple) を \{a, b\} と表す.
但し, \{a, b\}>0.
釈然としない.(‘約数’ と ‘因数’ はどう違う? 或いは どう使い分ける? 最大公約数,最
小公倍数の定義もない.) 最初の部分 (p.5まで) , 次の様なのはどうだろうか :
断らない限り,数を表す文字は整数とする.
定義.(1) a, b について, a=bc となる c が存在するとき, a は b の倍数で
ある, b は a の約数である, a は b で割り切れる, b は a を割り切る と言い,
b|a で示す.約数を因数と言う場合もある.(Note: a\neq 0,  b|a\Rightarrow |b| \leq |a| )
a=bc となる cが存在しないとき, a は b の倍数でない, b は a の約数でな
い, a は b で割り切れない, b は a を割り切らない と言い, b\nmid a で示す.
(2\rangle d|a_{1} , . . . , d|a_{n} のとき,  d\#まai, . . . ,  a_{n} の公約数であると言う.
(3) ai, . . . , a_{n} の中に 0 でないものがあるとき, a_{1} , . . . , a_{n} の公約数の中で最
大のものを最大公約数と言い,GCD(al, . . . , a_{n} ) で示す.
(4) GCD (a_{1}, \ldots, a_{n})=1 のとき, a\mathrm{i} , . . . , a_{n} は互いに素であると言う.
(5) a_{1}|m , . . . , a_{n}|m のとき, m は a_{1} , . . . , a_{n} の公倍数であると言う.
(6) \mathrm{a}\mathrm{i} , . . . , a_{n} の中に 0 のものがないとき, a_{1} , . . . , a_{n} の正の公倍数の中で最
小のものを最小公倍数と言い,LCM(al, . . . , a_{n} ) で示す.
定理.(1) d|a_{\mathrm{i}} , . . , , d|a_{n}=d|a\mathrm{i}^{b_{\mathrm{i}}+\cdots+a_{n}b_{n}}
(2) c|b, b|a\Rightarrow c|a
定理 (除法定理). a, b, b>0 に対して,
a=bq+r, 0\leq r<b
となる q, r が唯一組存在する.
定義.上の定理の状況で, a を被除数, b を除数, q を a を bで割ったときの
商または整商, r を余りまたは剰余と言う.




`任意’ なる語について : ‘任意の’ という形容句は必要な場合にのみ使う様にした方が良





ユークリッドの互除法 : [2, 定理1.9, 定理1.10] でユークリッドの互除法が提示される.
[2, 定理1.9] において,大小関係の条件が付いているが,ない方が良い : a=bz\pm c なる





‘標数’ なる語 : [2, 定義 7.1(\mathrm{p}.67) ] において 『p を素数, p \nmid  a とするとき, a^{x} \equiv  1
(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) なる正整数 x の中で最小のものを法 p に関する a の指数 (index) という. \ovalbox{\tt\small REJECT} , [2,
定義 7.3(\mathrm{p}.72-\mathrm{p}.73)] において 『p を素数, g を法 p の原始根のーっ, p\nmid a とするとき,
g^{e}\equiv a (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) なる整数 ewith 0\leq e<p-1 を原始根 g を底とする a の標数といい,
Indga と表す.Ind はindex の頭文字3つから取ったもの.』 と言う風に定めている.[5]
では,『p を素数, p\nmid a とするとき, a^{x}\equiv 1 (mod p) なる正整数 x の中で最小のものを法
p に関する a に対応する指数という.(p.54)』,『p を素数, g を法 p の原始根のーつ, p\nmid a
とするとき, g^{e}\equiv a (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) なる整数 ewith 0\leq e<p-1 を原始根 g を底としての a
の指数 (index) といい,Indga と表す. \backslash (\mathrm{p}.64)\ovalbox{\tt\small REJECT} と言う風になっている.どちらにも ‘指
数なる語を使い,紛らわしいかも知れない.[2] では,‘指数,‘標数’ と異なる語を充て
て混乱を避けていると思われる.しかし,‘標数’ なる語はどうだろうか.筆者は,『p を
素数, p\nmid a とするとき,  a^{x}\equiv  1 (mod p) なる正整数 x の中で最小のものを a の法 p に
関する位数 (order) と言い,ordpa と記す.([9, (p.72) 環 \mathbb{Z}/p\mathbb{Z} の単数群における a の剰
余類の位数であることから])』,『p を素数, g を法 p の原始根, p\nmid a とするとき, g^{e}\equiv a
(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) なる整数ewith 0\leq e<p-1\uparrow 7 を a の法 pの原始根 g を底とする指数 (index)
と言い,Indga または \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{g}^{(p)}a と記す. ( [9, (p.79) 定義 6.58])\ovalbox{\tt\small REJECT} が一法だと考えている.
また,法 p の原始根 g を底とする離散対数と言われることもある.
`題意は示された’ なる表現の類について : 最近,講義でのレポートや試験において,ま
た入試の答案においても,(題意は示された’ と言う様な表現に出くわすことが多い.筆
者は不適切な場合,減点対象とはしないが,朱でバツを付けることにしている.[2] から



















§2.  $\varepsilon$- $\delta$ 論法をめぐって
節‘はじめに’ に引用した [2, \mathrm{p}.32-\mathrm{p}.33] を提示して 「この論法のオカシイ処を指摘し
て下さい」 との課題を,学生及び或る会で現職教員に出した  $\dagger$8. 反応は,「判らない」が結
構居て , 「最後の所,  $\varepsilon$ は極限  0 に行くのに, nが有限のままであるのはおかしい  $\dagger$ 9」が少々
減って,「数学 \mathrm{A} ②整数の性質’ は選択である」 というのが1名であった.#(全体) -\#(
判らない派)—#@ が有限派)— 1 (\geqq 0) が正しく指摘したということになるのですが,
期待外れと言うか予想通りと言う力 > , かなり少ない.なお,  $\varepsilon$- $\delta$ 論法或いは  $\varepsilon$-N 論法を
知っているかについては訊ねる余裕がなかった.
[2, \mathrm{p}.32-\mathrm{p}.33] の論法を別の状況で使ってみよう :
x_{n}\overline{=\frac{P_{n}}{Q_{n}}(P_{n}=n,Q_{n}=n+1)(n=1,2,\ldots)|}とすれば,  n\rightarrow\infty のとき1  l_{\leftarrow}^{ $\tau$} $\Psi$ \mathrm{E}する|
ことは良く知られているが,これは,どんなに小さな正数  $\varepsilon$ に対しても,  n を十分大き
くとれば,
|1-x_{n}|= |1-\displaystyle \frac{P_{n}}{Q_{n}}| < $\varepsilon$ . . . . . . ①
のように出来ることを意味している.また,  Q_{n}<Q_{n+1} であることに注意すると,
|\displaystyle \frac{P_{n}}{Q_{n}}-\frac{P_{n+1}}{Q_{n+1}}|=|\frac{P_{n}Q_{n+1}-P_{n+1}Q_{n}}{Q_{n}Q_{n+1}}|=|\frac{-1}{Q_{n}Q_{n+1}}|<\frac{1}{Q_{n}^{2}} . . . . . . ②
である.したがって,三角不等式を利用すると①,②から,
|1-\displaystyle \frac{P_{n+\mathrm{i}}}{Q_{n+1}}| \leqq |1-\frac{P_{n}}{Q_{n}}|+|\frac{P_{n}}{Q_{n}}-\frac{P_{n+1}}{Q_{n+1}}| < $\varepsilon$+\frac{1}{Q_{n}^{2}}
となるが, n を十分大きくすれば,  $\varepsilon$ はいくらでも小さくなるので,





\uparrow 9 『例え  $\varepsilon$- $\delta$ 論法式定義を把握していなく とも,おかしいと気付かないといけない部分もある \mathrm{J}| (cf. 本
稿最後の資料)
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 $\varepsilon$- $\delta$ 論法を講義でどう扱うかは,教示しない場合も含め,講義担当者に任されているの
が実情であろう  $\dagger$ 10 . また,  $\varepsilon$- $\delta$ 論法は,扱われるとすれば,微積分関係の講義でなされる
ことが期待されているようであるが,筆者は‘数の概念’ についての講義の中で扱うのも
一法であると思っている.有理数から実数を構成するところで,  $\varepsilon$- $\delta$ 論法を結構詳しく扱
うのが良いと考えている.そして,一実変数函数の微積分,二実変数函数の微分,一複素
変数函数の微分について  $\varepsilon$- $\delta$ 論法を駆使して扱うのが.ここではその方法について議論
することは行わないが  $\dagger$ 11, [2, \mathrm{p}.32-\mathrm{p}.33] の様なものが書かれた書物があることを良い
機会に,現職教員の反応が既に述べた様であったことを良い機会に,教員養成において
も  $\varepsilon$- $\delta$ 論法は是非何らかの形で扱うべきであると主張したい.少なく とも,『これは,ど
んなに小さな正数  $\varepsilon$ に対しても,  n を十分大きく とれば,...のように出来ることを
意味している.』 が,高校までの遣り方と違い,  $\varepsilon$- $\delta$ 論法による極限・収束の扱い方である
と判り,『  n を十分大きくすれば,  $\varepsilon$ はいく らでも小さくなる . . .』 がトンデモナイ論法
であると見抜けるようになる為に.(最初の正しくない処でオシマイ.)
読者に対して問題を一つ :  $\varepsilon$- $\delta$ 論法‘任意の  $\varepsilon$>0 に対し,  $\delta$>0が存在して,...
を習った学生に対し,  $\varepsilon$ が①のときに,条件をみたす  $\delta$ のーつを  $\delta$_{0} とすると,...“
と証明を示していると,或る学生が 「どうして $\delta$_{0} が取れるのですか.任意の  $\varepsilon$ に対して
は取れるが,①は確定した値で任意でないから駄目ではないのですか.」 と質問した.
さて,この学生に対しどの様に対処すれば良いだろうか.
最後に,  $\varepsilon$- $\delta$ 論法について,[8, おわりに (\mathrm{p}.147-\mathrm{p}.149) ] から引用する :
偉大な数学者たちの試行錯誤の上に作られたものなのだから,そこで出てく
る概念は難しくて当然である.コーシーだって,一様連続一様収束二変数













待とう.  $\varepsilon$- $\delta$ 論法の歴史は,このようなメッセージを私たちに与えているかの
ように思える.
 $\dagger$ 10最近は,理学系学部の数学系学科でも扱わないところがあるようである.






[2] 河田直樹: 高校・大学生のための整数の理論と演習 , 現代数学社,2008.6.
[3] 揖元 : 工科系のための初等整数論入門 ~公開鍵暗号をめざして \sim , 培風館情報数
理シリーズA‐5, 2000.7.
[4] 木田祐司: 初等整数論,朝倉書店講座数学の考え方16, 2001.11.
[5] 高木貞治: 初等整数論講義第2版,共立出版,1971.10.
[6] 遠山啓: 初等整数論,日本評論社 日評数学選書,1972.
[7] アンドレ ヴェイユ著一片山孝次丹羽敏雄 田中茂長岡一昭訳: 初学者のため
の整数論,現代数学社,1995.03.
[8] 中根美知代:  $\varepsilon$- $\delta$ 論法とその形成,共立出版,2010.7.
[9] 青山陽—. (講義) 代数学 Part I基礎概念,2014.3.
資料より引用 :
高等学校数学科指導要領 (平成21年3月9日) において,「数学 \mathrm{A} ②整数の性
質」 が入れられた.この指導要領に依る大学入試は2016年度  $\dagger$ 12から実施さ
れる.そのとき,河田直樹著 「高校・大学生のための整数の理論と演習」 (現
代数学社,2008 June) (かその後継書) が参考書として有力候補の一つになる
かも知れない.そこで :
この本の \mathrm{p}.32-\mathrm{p}.33 に次のような記述がある.数学の先生  $\dagger$ 13ならば,対応出
来なければならないだろう.(この本は‘カナリ’のもので,下記の部分はその
代表として最有力候補だろう.)
— \langle ここに [2, \mathrm{p}.32-\mathrm{p}.33] の記述を引用 \rangle —
これを読んだとき,先ずおかしいと気付いてくれないと困る.間違いを指摘
するためには,数列の収束についての  $\varepsilon$- $\delta$ 論法式定義を確りと把握しておく




 $\dagger$ 13 数学教師’ と ‘数学科の教員免許状を所持する者’ とは別の概念である.後者が前者の部分集合である
ことが理想であるが,...




上記引用の最初の部分について説明をしておこう.(cf. 上記書物の \mathrm{p}.22-\mathrm{p}.30 )
実数 x に対して,
x=q_{1}+$\alpha$_{1} (q_{1} \in \mathbb{Z}, 0\leq$\alpha$_{1} < 1)
と一通りに表すことが出来る.
$\alpha$_{1}\neq 0 ならば,
\displaystyle \frac{1}{$\alpha$_{1}}=q_{2}+$\alpha$_{2} (q_{2}\in \mathbb{Z}, 0\leq$\alpha$_{2}< 1)
と表す. x=q_{1}+\displaystyle \frac{1}{q_{2}+$\alpha$_{2}}
$\alpha$_{2}\neq 0 ならば,
\displaystyle \frac{1}{$\alpha$_{2}}=q_{3}+$\alpha$_{3} (q_{3}\in \mathbb{Z}, 0\leq$\alpha$_{3}< 1)
と表す. x=q_{1}+\displaystyle \frac{1}{1}
q_{2}+\overline{q_{3}+$\alpha$_{3}}
以下同様にして行く と, x が有理数ならば有限回で終わり, x が無理数なら
ば無限に続く . これを
q_{1}+\displaystyle \frac{1}{q_{2}} +\cdots\cdot\cdot+ \frac{1}{q_{n}}
或いは
 q_{1}+\displaystyle \frac{1}{q_{2}} +\cdots\cdot\cdot+ \frac{1}{q_{n}} +\cdots\cdot\cdot
と記し,  x の連分数展開と言う事にする.
定理3.2. ([2, 定理3.2] を少し変更) 無理数のの連分数展開
 q_{1}+\displaystyle \frac{1}{q_{2}} +\cdots\cdot\cdot+ \frac{1}{q_{n}} +\cdots\cdot\cdot
に対して,第  n項 (n\geq 1) までとって,
x_{n}=q_{1}+\displaystyle \frac{1}{q_{2}} +\cdots\cdot\cdot+ \frac{1}{q_{n}}
とおき,これを既約分数(分母が正の) に直したものを \displaystyle \frac{P_{n}}{Q_{n}} とおくと,
P_{1}=q_{1}, Q_{1}=1 ; P_{n}=q_{n}P_{n-1}+P_{n-2} for n\geq 2 (P_{0}=1, Q_{0}=0)Q_{n}=q_{n}Q_{n-1}+Q_{n-2}
である.そして, \displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}x_{n}=x が成り立つ.
参考 : 連分数について手っ取り早く知るには次の本がある.
芹沢正三 : 数論入門,講談社ブルーバックス B1595, 2008 April.
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